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1. 波函数与薛定谔方程
1.1. 波函数的统计诠释

1.1.1. 实物粒子的波动性

1.1.2. 统计诠释对波函数提出的意义

3.4. 连续谱本征函数的“归一化”\*
3.4.1. 箱归一化

4.1. 力学量随时间的演化
4.1.1. 守恒量

4.1.2. 能级简并与守恒量的关系

4.2. 波包的运动，Ehrenfest 定理
4.3. 薛定谔绘景与海森堡绘景（略）

4.4. 守恒量与对称性
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4.5.1. 全同粒子体系的交换对称性

4.5.2. 两个全同粒子组成的体系
4.5.3. $N$ 个全同 Fermi 子组成的体系

4.5.4. $N$ 个全同 Bose 子组成的体系

根据统计诠释, 要求 |ψ(r)|2 取有限值似乎是必要的, 即要求 ψ(r) 取有限值. 但应注意,
|ψ(r)|2 只是表示概率密度, 而在物理上只要求在空间任何有限体积中找到粒子的概率为有限
值即可. 因此, 并不排除在空间某些孤立奇点处 |ψ(r)| → ∞. 例如, 设 r = r0 是 ψ(r) 的一个
孤立奇点, τ0 是包围 r0 点在内的任何有 限体积, 则按统计诠释, 只要

∫
τ0

|ψ(r)|2 d3r =  有限值 

就是物理上可以接受的. 如取 r0 = 0 (坐标原点), τ0 是半径为 r 的小球, 显然, 当 r → 0 时, 式

(39) 的积分值应趋于 0 , 即要求 r3|ψ(r)|2 → 0; 如 r → 0 时, ψ ∼ 1/rs, 则要求 s <
3
2

.

按照统计诠释, 一个真实的波函数需要满足归一化条件 (平方可积)

∫
(1̂)

|ψ(r)|2 d3r = 1

但概率描述中实质的问题是相对概率. 因此, 在量子力学中并不排除使用某些不能 归一化的
理想的波函数（平面波 ψ(r) ∼ eip⋅r/h, δ 波包 ψ(r) ∼ δ(r)）. 实际的波函数当然不会是一个理
想的平面波或 δ 波包. 但如果粒子态可以用一个很大的波包来描述, 波包的广延比所处理问题



1.2. Schrödinger equation

1.2.1. 引入

经典粒子的能量 E = T + V (→r, t),T =
p2

2m
,

基本假设之二：Ê → iℏ
∂
∂t

, T̂ = −
ℏ

2m
∇2 + V (r)

得到薛定谔方程

iℏ
∂
∂t

ψ(r, t) = [−
ℏ2

2m
∇2 + V (r)]ψ(r, t)

1.2.2. 讨论

由Schrödinger equation可以推导得出连续性方程（概率守恒方程）

的特征长度大得多, 而且在问题所涉及的空间区域中粒子的概率密度可近似视为常数, 则不妨
用平面波来近似代替. 例如, 在散射理论中, 入射粒子态常用平面波来描述.
按照统计诠释, 要求 |ψ(r)|2 单值. 是否由此可得出要求 ψ(r) 单值? 否. 在 量子力学中还会有
在 r 空间中不单值的波函数 (如计及自旋后的电子波函数, 见第 8 章).

波函数 ψ(r) 及其各阶微商的连续性. 这要根据体系所处势场 V (r) 的性质 来分析. 一般地要
求 ψ(r) 及其微商连续是不正确的 (例如, 见 2.2 节, 2.3 节的分析). 在学习了表象理论 (特别是
离散表象) 之后, 就会对波函数的统计诠释和量子 态有更深人的理解 (见第 7 章).

1. 定域的概率守恒
积分形式

d
dt
∫
τ

ρdτ = −∮
S

j ⋅ dS

微分形式

∂
∂t

ρ + ∇ ⋅ j = 0

2. 初值问题，传播子
Schrödinger equation 给出了波函数随时间演化的演化关系。对于自由粒子

G (r, t; r′, t′)称为传播子。物理意义：t 时刻在 r点找到粒子的概率波幅。如果在t′时刻粒子

位于r′ 点，则t时刻在空间 r 点找到由(r′, t′)传来的粒子的概率波幅就是G (r, t; r′, t′).

ψ(r, t) =
1

(2πℏ)3
∫ d3r′ ∫ d3peip⋅(r−r′)/h−iE(t−i′)/hψ (r′, t′)

= ∫ d3r′G (r, t; r′, t′)ψ (r′, t′) (t ⩾ t′) (1)



(1) 式或者ψ(r, t)的意义：在t时刻于空间r点找到粒子的概率波幅是t′ 时刻粒子在空间中各r′点的

概率波幅传播到 r点后的相干叠加。

1.2.3. 能量本征方程

假设势能V不显含t （机械能是守恒量）.
分离变数求特解。令特解表示为

ψ(r, t) = ψ(r)f(t)

代入薛定谔方程

ψ(r, t) = ψE(r)e−iE/ℏ

其中ψE(r) 满足

[−
ℏ2

2m
∇

2 + V(r)]ψE(r) = EψE(r)

E 能量本征值，解ψE(r) 称为能量本恒函数，方程

1.2.4. 定态与非定态

1. 定态
若在初始时刻体系处于某一能量本征态 ψ(r, 0) = ψE(r) , 那么 ψ(r, t) = ψE(r)e−iE/ℏ称为定

态。

定态性质

1. 概率密度以及概率流密度不随时间变化；

2. 任何力学量的测值概率分布也不随时间改变；
3. 任何不显含 t 的力学量的平均值不随时间变化。（ e 指数项消去了*）因为在定态
下，力学量平均值不依赖 t.

2. 非定态
若体系的初态不是能量本征态，而是若干本征态的叠加，则该态称为非定态(nonstationary
state)。（设 E 取离散的值）

ψ(r, 0) = ∑
E

CEψE(r)

式中的叠加系数 CE 为

CE = ∫ d3rψ∗
E(r)ψ(r, 0)

由初态 ψ(r, 0) 唯一确定. 不难证明

ψ(r, t) = ∑
E

CEψE(r)e−iEt/ℏ



1.3. 量子态叠加原理（基本原理）
粒子以某种概率|Cn|2 处于某一状态Ψn(→r). 粒子的状态是所有这些分离状态的叠加，即

Ψ(→r, t) = ∑
n

CnΨn(→r)fn(t)

测量行为会使得态叠加消失，即波函数坍缩到某一特定态，粒子状态彻底确定。
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1.4. 量子力学五个基本公设

2. 一维势场中的粒子
2.1. 方势

2.1.1. 一维无限深方势阱中的能量本征态

粒子能量的平均值为

H̄ = ∑
E

|CE|2E

|CE|2 是在非定态下测得粒子能量为E 的概率。

1. 波函数公设： 微观体系的状态被一个态函数 ψ 完全描述，从这个波函数可以得出体系的所
有性质。

2. 算符公设： 力学量由厄米算符 F̂  表示，表示力学量的算符组成完全系的本征函数 ψ
3. 测量公设： 将体系的状态的波函数 ψ 用算符的本征函数展开

ψ = ∑ cnψn + ∫ cλψλdλ

则测量力学量 F  得到结果是 λn 的概率为展开系数 |cn|2 ，粒子处于 dλ 内的概率为 |cλ|2dλ

； ，其中，F̂Φn = λn，F̂Φλ = λΦλ

4. 全同性原理公设： 全同粒子体系中，两全同粒子相互调换不改变体系的状态。
5. 动力学演化公设： 体系演化满足薛定谔方程

iℏ
∂ψ
∂t

= Ĥψ



一维无限深方势阱其势函数

V (x) = {

体系的波函数简写成

[−
ℏ2

2m
d2

 dx2 + V (x)]ψ(x) = Eψ(x)

当0 ≤ x ≤ a,波函数退化成

d2

 dx2
ψ +

2mE

ℏ2
ψ = 0

令

k2 =
2mE

ℏ2

则解为

ψ(x) = A sin(kx + δ)

因为势能为 ∞ 必须在边界处出现概率趋于 0，因此有边界条件

{

由此得

ψ(0) = 0 ⇒ A sin(k ⋅ 0 + δ) ⇒ δ = kπ, k = 0, 1, 2, … .

不妨取 δ 为 0 , 有

A sin(ka) = 0 ⇒ A = 0.

所以有

A sin(ka) = 0 → ka = nπ → k =
nπ

a
,n = 1, 2, 3. . .

结合

k =
√2mE

ℏ

得体系的能量本征值

E = En =
ℏ2π2n2

2ma2
, n = 1, 2, 3, ⋯

体系的态函数ψn是能量En的本征函数。

0, 0 ≤ x ≤ a

∞,x < 0或x > a

ψ(0) = 0
ψ(a) = 0



A 的确定可由波函数的归一化确定

∫
a

0
|ψn(x)|2 dx = ∫

a

0
A2 sin2(

nπ

a
x)dx → A = √ 2

a

因此，

ψn(x) =

2.1.2. 物理意义的讨论

⎧⎪⎨⎪⎩√ 2
a

sin(
nπ

a
x), 0 < x < a

0, x < 0,x > a

1. 最低能量在 n = 1 取到

E1 =
ℏπ2

2ma2

即最低能量不为零，与经典粒子不同，这是微观粒子波动性的体现。因为“静止的波”没有意
义。从不确定度关系也可以得出

2. 坐标不确定度：Δx = a , 由不确定度可得

Δp =
ℏ
a

即一维无限深方势阱中的粒子的动量不能完全确定。

3. 波函数的节点，即波函数为0的点，第 n 激发态有 n − 1 个节点。

态函数在节点处概率为零。无限远处波函数为0的状态称为“束缚态”，这说明粒子被束缚在
势阱内部。并且束缚态的能级是分立的（能谱分立），或者说一维无限深方势阱中粒子的能

量是量子化的。

4. 波函数在全空间连续，但是微商在边界处不连续。



2.1.3. 方势垒的反射与透射（定性）

2.2. 一维势场中粒子能量本征态的一般性质

1. 经典物理中，只有当

E =
1
2
mv2 + h1gm > hgm = V0

才能穿过势垒。

2. 但是量子物理中，考虑到粒子的波动性，当粒子能量小于势阱势能，它仍然可以穿过势垒。
由方程的连续性，解 4 个方程构成的方程组，可以解出反射系数T与透射系数 R 。发现即使
E < V0，T ≠ 0，说明粒子能穿透比它动能高的势垒的现象，称为隧道效应(tunnel effect)，
它是粒子具有波动性的表现。

3. T  灵敏地依赖于粒子的质量m，势垒宽度a ，以及V0 − E。在一般条件下，不容易观测到势

垒穿透现象。在波动力学提出后，成功解释了α 衰变现象。

1. 态矢量是希尔伯特空间的完备基

ψ(x) = ∑ cnψn(x)

ψn(x) 称为态矢量，构成空间的完备基，任何波函数都可以用正交、归一、完备的态矢量
（基矢）展开；

2. 波函数（态矢量）是正交归一的

∫
∞

−∞
ψ∗
mψndx = δmn = {

1,m = n,
0,m ≠ n.

3. 完备性：数学上，基矢量是完备的；物理上，是态叠加原理的表现；
4. 如何求 cn

cn = ∫ ψ∗
nψdx = (ψ∗

n,ψ)

5. |cn|2 是粒子处于某一基态的概率，也是粒子能量为 En 的概率；



作业
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2.2.1. 一般性质

2.2.2. 七个定理

前提：一般情况下V ∗(x) = V (x)

6. 简并：如果能级分立，对同一个能级，有两个或以上的本征函数与其对应，则称能级是简并
的。

1. 定态

2. 简并
3. 宇称：函数在空间反演下表现出的性质；
定义空间反演算符

P̂ψ(x) = ψ(−x)

若

P̂ψ(x) = ψ(−x) = ψ(x)

称ψ具有确定的偶宇称；

若

P̂ψ(x) = ψ(−x) = −ψ(x)

称ψ 具有确定的奇宇称；

1. 定理一：设 ψ(x) 是能量本征方程的一个解，本征值 E ，则ψ∗(x) 也是能量本征方程的一个
解，对应的本征值也是 E.
推论：假设对应于能量的某个本征方程 E ，方程解无简并，**则ψ(x)可以取为实数解。

2. 定理二：对应于能量的某个本征值E ，总可以找到方程的一组实数解，凡是属于E 的任何
解，均可以表示为这一组实数解的线性叠加。

3. 定理三：设 V (x) 具有确定的偶宇称，V (−x) = V (x)。如果ψ(x) 是方程的解，本征值为 E
，则 ψ(−x) 也是方程对应本征值 E 的解。
推论：如果对应于某能量 E ，方程解无简并，则解必有确定的宇称。

4. 定理四：设 V (−x) = V (x) ，则对应于任何一个能量本征值 E ，总可以找到方程的一组具
有确定宇称的解， 而属于能量本征方程的任何解，都可以用他们来展开。

5. 定理五 对于阶梯形方位势

{



2.2.3. 有限深对称方势阱

设

V (x) = {

a 为阱宽。在势阱外的解为

ψ(x) =

在势阱内的解为

sin kx, cos kx

但V (−x) = V (x) 按照定理四，其必定具有确定的宇称，因此只能取一种，分别讨论。
1. 偶宇称

V (x) = {

(V2 − V1 ) 有限, 则能量本征函数 ψ(x) 及其导数 ψ′(x) 必定是连续的 (但如 |V2 − V1| → ∞，

则定理不成立)。
推论：(lnψ)

′  也是连续的。

V1, x < a

V2, x > a

6. 定理六 对于一维粒子，设 ψ1(x) 与 ψ2(x) 均为方程同一本征值 E 的解，则

ψ1ψ
′

2 − ψ2ψ
′

1 = const. (与x无关)

或者

ln(ψ(1)ψ(2)) = const.

7. 定理七 设粒子在规则势场（无奇点势场）V (x) 中运动，如存在束缚态，则必定不简并的。

0, |x| < a/2
V0, |x| > a/2

⎧⎪⎨⎪⎩Ae−βx,x ≥
a

2
Beβx,x ≤

a

2



ψ(x) = C cosx, |x| ≤
a

2

由

(ln cos kx)′
x=α/2 = (ln e−βx)

′

x=α/2

这样做的好处是不用求解归一化因子。

得到

k tan(
ka

2
) = β

引入无量纲参数

ξ =
ka

2
, η =

dβa
d2

化为

ξ tan ξ = η

并且

ξ2 + η2 =
mV0a

2

2ℏ

这是一个超越方程，可以画图求解。

2.奇宇称

−ξ cot ξ = η

在对称方势阱情况下，无论V0a
2 的值多小，至少存在一个束缚态（基态），其宇称为偶。但是奇

宇称态则不同，只有当V0a
2 ≥

π2ℏ
2m

 ，才会出现最低奇宇称能级。

2.2.4. 方势阱的反射、透射与共振

∣ ∣
1. 可能出现透射系数 T = 1 的情况，称为共振透射；
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2.3. δ 势

2.3.1. δ函数

2. 有限深方势阱的共振能级位置与无限深方势阱的（束缚）能级位置相同，但是前者的束缚能

级位置略低于后者相应的能级。

3. 作为对比，无限深方势阱 En =
n2ℏ2π2

2ma
 ，有限深方势阱E = En − V0，方势垒E = En + V0

。

作业 2.4 2.5

1. 定义
基本定义

δ(x) = {
∞,x = 0,

0,x ≠ 0.

第二个定义，可以看成一个概率密度

∫
ϵ

−ϵ

δ(x)dx = ∫
+∞

−∞
δ(x)dx = 1(ϵ > 0)

挑选性



∫
+∞

−∞
δ(x)f(x)dx = f(0)

∫
+∞

−∞
δ(x − a)f(x)dx = f(a)

δ(x) 的积分是阶跃函数

2. 其他定义

lim
σ→0

1

√πσ
e−x2/σ = lim

α→∞
√

α

π
e−ατ 2

= δ(x)

lim
α→∞

√
α

π
ei//4e−i,x2

= δ(x)

lim
α→∞

sinαx

πx
= δ(x)

lim
α→∞

1
2π

∫
+α

−α

eikx dk =
1

2π
∫

+∞

−∞
eikx dk = δ(x)

lim
α→∞

sin2 αx

παx2
= δ(x)

lim
ε→0

1
2

e−|x|/ε = δ(x)

lim
ε→0

ε

x2 + ε2
= πδ(x)

3. 性质

设方程 ϕ(x) 只有单重根，分别记为xi, i = 1, 2, 3 ，但ϕ
′
(xi) ≠ 0 ，则

δ[ϕ(x)] = ∑
i

δ
x − xi

|ϕ ′(xi)|

特例

δ(ax) =
1

|a|
δ(x)

δ(−x) = δ(x)

∫
+∞

−∞
f(x)δ(x − a)dx = f(a)

∫
+∞

−∞
δ(x − a)δ(x − b)dx = δ(a − b)

xδ(x) = 0



2.3.2. δ 势

设 m 粒子从左射入，势垒

V (x) = γδ(x), γ > 0

对 Schrödinger equation 积分，得

ψ
′
(0+) − ψ

′
(0−) =

2mγ

ℏ2
ψ(0)

这是 δ 势中跃变条件
当x ≠ 0，方程化为

ψ′′(x) + k2ψ(x) = 0, k =
√2mE

ℏ

类比方势垒，解表示为

ψ(x) = {

由ψ连续以及跃变条件，有

δ(x)可以用任何一组正交归一完备函数组ψn(x)来构成

δ(x − x
′
) = ∑

n

ψ∗
n(x

′
)ψn(x)

δ[(x − a)(x − b)] =
1

|a − b|
[δ(x − a) + δ(x − b)], (a ≠ b)

δ (x2 − a2) =
1

2|a|
[δ(x − a) + δ(x + a)]

=
1

2|x|
[δ(x − a) + δ(x + a)]

2|x|δ (x2 − a2) = δ(x − a) + δ(x + a)

|x|δ (x2) = δ(x)

δ (φ − φ′) =
1

2π

+∞

∑
m=−∞

e−im(φ−φ′)

δ (ξ − ξ′) =
∞

∑
l=0

2l + 1
2

Pl (ξ′)Pl(ξ)

eikx + ARe−ikx, x < 0,
Seikx, x > 0.

1 + R = S

1 − R = S −
2mγS

iℏk



设a =
mγ

ℏ2k
=

1
k

L
 ，

解得

显然

|R|2 + |S|2 = 1

当a2 → 0 ，δ势的特征长度L = ℏ2/mγ ，特征能量mγ 2/ℏ2

δ势没有取共振的条件，E ≫
mγ 2

ℏ2

2.3.3. δ 势阱中的束缚态

考虑势阱

V (x) = −γδ(x), γ > 0

能量本征方程为

d2

 dx2 ψ +
2m
ℏ2 [E + γδ(x)]ψ(x) = 0

积分 limε→0 ∫
ε

−ε
dx, 可得出 ψ′ 的跃变条件

ψ′ (0+) − ψ′(0) = −
2mγ

ℏ2
ψ(0)

在 x ≠ 0 区域, 方程 (18)(E < 0) 化为

考虑

作业 验证粒子流密度的连续性
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2.4. 一维谐振子
2.4.1. 求解

S =
1

1 + ia

R = S − 1 =
−ia

1 + ia

ψ′′(x) − β2ψ(x) = 0

β = √−2mE/ℏ( 实 )



Ĥ = −
ℏ2

2m
∂ 2

∂x2
+

1
2
mω2x2

势能关于位移对称

V (x) ≡
1
2
mω2x2 = V (−x)

这样谐振子的Schrödinger equation为

[−
ℏ2

2m
d2

 dx2
+

1
2
mω2x2]ψ(x) = Eψ(x)

令

则 Schrödinger equation 化为

d2ψ

dξ2
+ (λ − ξ2)ψ = 0

ξ( 或 x ) 取有限值的点是微分方程的常点， 而 ξ = ±∞ 则为方程的非正则奇点。下面先讨论方程
的解在 ξ → ±∞ 处的渐近行为. 当 ξ → ±∞ 时, 方程近似表示为

d2ψ

dξ2
− ξ2ψ = 0

其解为

ψ(ξ) = Ae
−ξ2

2 + Be
ξ2

2

束缚态=0

常数变易法，令

ψ(ξ) = u(ξ)e−ξ2/2

代回到最初的式子，得 Hermite 方程

d2u(ξ)
dξ2

− 2ξ
du

dξ
+ (λ − 1)u = 0

级数展开，令

u(ξ) =
+∞

∑
k=0

Ckξ
k

ξ = αx ⇒ α = √mω

ℏ

λ =
E

1
2 ℏω

–



令解的不同幂次的系数为0，得到

Ck+2 =
2k − (λ − 1)

(k + 2)(k + 1)
Ck

u(ξ) = C0u0(ξ) + C1u1(ξ)

对无穷级数作截断，当Ck+2 = 0，得

2k = λ − 1

奇数解

λ − 1 = 2 ⋅ 2m → u0(ξ)

偶数解

λ − 1 = 2(2m + 1)

又

λ(
1
2

ℏω) = E

得

Hermite 多项式性质

所以，一维谐振子的解为

ψn(x) = AnHn(αx)e− 1
2 α

2x2

En = (n +
1
2

)ℏω,n = 0, 1, 2.. .

2.4.2. 分析

E = (n +
1
2

)ℏω

H0(x) = 1
H1(x) = 2x
H2(x) = 4x2 − 2
H3(x) = 8x3 + 2x

An = [
α

√π2n ⋅ n!
]

1/2

( 归一化常数） 

∫
+∞

−∞
ψm(x)ψn(x)dx = δmn

1. 谐振子的能级均匀分布，相邻两个能级的间距为ℏω；



2. 谐振子的最低能级不为0，零点能（zero-point energy），Casimir效应，在x = 0处找到谐振

子的概率最大，与经典相反。并且基态下在经典禁区的概率为16%；

3. 最低三条能级上的谐振子波函数如下

ψ0(x) =
√α

π1/4
e−α2x2/2

ψ1(x) =
√2α
π1/4

αxe−α2x2/2

ψ2(x) =
1

π1/4
√ α

2
(2α2x2 − 1)e−α2x2/2

4. 解具有确定的宇称 ψ(−x) = (−1)nψn(x)；

5. 随着能量增大 (n增大)，谐振子的位置概率分布趋于经典谐振子的概率分布



2.4.3. 生成函数（补充）

递推公式

正交归一性

∫ S(x, r)S(x, t)e−x2
dx = ∑

m,n

tmrn

m!n!
∫ Hn(x)Hm(x)e−x2

dx

作业 2.7, 2.8, 2.9, 2.10, 2.12. 以及推导

2022-10-05

3. 力学量用算符表达
3.1. 算符的运算规则

S(x, r) = e2xr−r2
= ex−(x−r)2

=
+∞

∑
n=0

Hn(x)
rn

n!

∂S
∂x

⇒
dHn

dx
= 2nHn−1

∂S
∂r

⇒ Hn+1 = 2xHn(x) − 2nHn−1(x)

⇒厄米方程

∂nS

∂rn
|r=0 = Hn(x)

Hn(x) = (−1)nex
2 ∂n

∂xn
e−x2



算符：作用在一个函数，得到另一个函数，表示为

F̂u = v

1. 线性算符：刻画可观测量的算符都是线性算符。
单位算符

2. 算符之和满足交换律和结合律。
3. 算符之积不满足交换律
4. 量子力学的基本对易式
定义对易式

[Â, B̂] ≡ ÂB̂ − B̂Â

不难证明

[xα, pβ] = iℏδαβ

并且

[A, B̂] = −[B̂,A]

[A, B̂ + Ĉ] = [A, B̂] + [A, Ĉ]

[A, B̂C] = B̂[Â, Ĉ] + [A, B̂]Ĉ

[AB̂, Ĉ] = A[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂

[A, [B̂, Ĉ]] + [B̂, [Ĉ,A]] + [Ĉ, [A, B̂]] = 0(Jacobi恒等式)

5. 角动量的对易式
角动量算符定义为

l̂ = r × p̂

与坐标、动量和自身分量的对易关系

定义角动量平方算符

l̂2 = l̂2x + l̂2y + l̂2z

不难证明

[l̂2, l̂α] = 0, α = x, y, z

并且

[l̂α,xβ] = εαβγiℏxγ

[l̂α, p̂β] = εαβγiℏpγ

[l̂α, l̂β] = εαβγiℏl̂γ



[→r, →p] = iℏ(̂îi + ĵĵ + k̂k̂)

6. 逆算符

ÂÂ−1 = Â−1Â = I

[Â, Â−1] = 0

(ÂB̂)−1 = B̂−1Â−1

7. 算符的函数

F(A) =
∞

∑
n=0

F (n)(0)
n!

An

8. 转置算符
算符 A 的转置算符 ~

A 定义为

(ψ,
~
Aφ) = (φ∗,A,ψ∗)

可以证明

(̃ÂB̂) =
~̂
B

~
Â

而且在坐标表象下：

~
p̂x = −p̂x

9. （复）共轭算符与厄米共轭算符
算符Â 的（复）共轭算符Â∗定义为

Â∗ψ = (Âψ∗)
∗

算符 Â 的厄米共轭算符 Â† 定义为

(ψ, Â†φ) = (Âψ,φ) 或 Â† ≡
~̂
A∗

10. 厄米算符（自共轭算符）

(ψ, Âφ) = (Âψ,φ),  或  Â† ≡
~
Â∗ = Â

即厄米算符的共轭转置等于自身

r, →p,→l,V (x)都是厄米算符。

定理：体系的任何状态下，其厄米算符的平均值必为实数

证明：



作业：证明：54页 第9式，[l̂x, l̂y] = iℏl̂z，[l̂2, l̂x] = 0，(ÂB̂)−1 = B̂−1Â−1 ，(̃ÂB̂) =
~̂
B

~
Â

2022-10-10

3.2. 厄米算符的本征值与本征函数
均值（期望）：

A = ∫ ψ∗Âψd3r

涨落：

ΔA2 = (A − Ā)2 = ∫ ψ∗(A − Ā)2ψdτ

ΔA = Â − A 也是厄米算符。
如果体系处于一种特殊的状态，测量 A 所得结果是唯一确定的，即涨落 ΔA2 = 0 ，则称这种状
态为力学量 A 的本征态. 在这种状态下，被积函数必须为零，即必须满足

(Â − Ā)ψ = 0

测量力学量 A 时所有可能出现的值，都是相应的线性厄米算符 A 的本征值。当体系处于 Â 的本
征态 ψn 时，每次测量所得结果完全确定: An.

Ā = (ψ, Âψ) = (Âψ,ψ) = (ψ, Âψ)∗ = Ā∗

逆定理：任何状态下平均值为实数的算符必为厄米算符。

实验上可观测量，当然要求在任何态下平均值都是实数，因此相应的算符必须是厄米算符。

–

––

–

定理 1 厄米算符的本征值必为实数。
证明：

Ā = (ψn,Aψn) = An (ψn,ψn) = An

定理 2 厄米算符属于不同本征值的本征函数彼此正交。
证明：

并设 (ψm,ψn) 存在。取复共轭, 注意 Am 为实, 有

A∗ψ∗
m = Amψ

∗
m

Aψn = Anψn

Aψm = Amψm



例3：
例4：
简并：

3.3. 共同本征函数

3.3.1. 不确定度关系的严格证明

设有两个任意的力学量 A 和 B 。考虑下列积分不等式

I(ξ) = ∫ |ξAψ + iB̂ψ|2 dτ ⩾ 0

ψ 为体系的任意一个量子态，ξ 为任意实参数。上式可以化为

为方便，引进厄米算符Ĉ =
[Â, B̂]

i
= →C+ ，则

注意 C̄ 为实数，不妨取 ξ =
C̄

2A2
，得

B2 −
C

2

4A2
⩾ 0

即 A2 ⋅ B2 ⩾
1
4
C

2
,或表示成

√A2 ⋅ B2 ⩾
1
2

|C̄| =
1
2

|[Â, B̂]|

上式右乘 ψn 并积分，即

由于 A† = A, 上式左边 = (ψm,Aψn) = An (ψm,ψn), 因此得

(Am − An) (ψm,ψn) = 0

如 Am ≠ An, 则必有 (ψm,ψn) = 0.

(Âψm,ψn) = Am (ψm,ψn)

I(ξ) = (ξAψ + iB̂ψ, ξAψ + iB̂ψ)

= ξ2(Âψ,Aψ) + iξ(Aψ, B̂ψ) − iξ(B̂ψ,Aψ) + (B̂ψ, B̂ψ)

= ξ2 (ψ,A2ψ) + iξ(ψ, [A, B̂]ψ) + (ψ, B̂2ψ)

I(ξ) = ξ2A2 − ξC̄ + B2

= A2(ξ − C̄/2A2)
2

+ (B2 − C̄ 2/4A2) ⩾ 0

––

––––

–

–
–

–

–––

–––



这不等式对于任意两个厄米算符 Â, B̂均成立。但我们注意到 Â 与B̂ 均为实数，因此
ΔÂ = Â − Ā 和 ΔB = B̂ − B也是厄米的，所以用 A → ΔA, B̂ → ΔB̂ ，上式仍然成立。再考虑
到 [ΔÂ, ΔB̂] = [Â, B̂] ，得（怎么得的）

√(ΔA)2 ⋅ (ΔB)2 ⩾
1
2

|[A, B̂]|

或

(ΔA)2 ⋅ (ΔB)2 ⩾
1
4

[Â, B̂]
2

这就是任意两个力学量 A 与 B 在任意量子态下的不确定度(涨落)必须满足的关系式，即不确定度
关系 (uncertainty relation).

2022-10-12
不确定度关系意义：若 Â, B̂ 不对易，即 [Â, B̂] ≠ 0 ，则 ΔA, ΔB 不同时为 0 , 即 A,B 不能同时
测定。(但注意 [A,B] = 0 的特殊态可能是例外)
若 [Â, B̂] = 0，（可能）存在 ψ ，使得 Âψ = Aψ, B̂ψ = Bψ ，称为两个力学量的共同本征态。

例1 动量 p̂(p̂x, p̂y, p̂z) 的分量具有共同本征态。
例2 坐标 r̂(x, y, z) 分量也具有共同本征态。

3.3.2. (l̂2, lz) 的共同本征态

在球坐标系中，利用球坐标变换关系，可以把 →l 各分量表示为

–

–––

––∣–∣例 对于 Â = x, B̂ = px, 利用 [x, px] = iℏ，则有

Δx ⋅ Δpx ⩾ ℏ/2

作业：

习题。P75 3.1，3.2，3.4，3.5.

–

l̂x = iℏ(sinφ
∂
∂θ

+ cot θ cosφ
∂

∂φ
)

l̂y = iℏ(− cosφ
∂
∂θ

+ cot θ sinφ
∂

∂φ
)

l̂z = −iℏ
∂

∂φ

l2 = −ℏ2 [
1

sin θ

∂
∂θ

sin θ
∂
∂θ

+
1

sin2 θ

∂ 2

∂φ2
]

= −
ℏ2

sin θ

∂
∂θ

sin θ
∂
∂θ

+
1

sin2 θ
l2z

(12)



例 1 求角动量 z 分量 l̂z = −iℏ
∂

∂ϕ
 的本征值与本征函数

解：本征方程

其解为

ψ(φ) = C exp[
il

′

zφ

ℏ
]

C 为归一化常数。当 ϕ → ϕ + 2π (绕 z 轴旋转一周)，体系将回到空间原来的位置。为保证
厄米性，要求满足

这就是 l̂z 的本征值，是量子化的。相应的本征函数表示为

ψm(φ) = Ceimφ

按照归一化条件

∫
2π

0
|ψm(φ)|2dφ = 2π|C|2 = 1

可知 C 2 =
1

2π
 ,通常取 C =

1

√2π
, 于是归一化本征函数

ψ(φ) =
1

√2π
eimφ, m = 0, ±1, ±2, . . .

容易证明它们满足正交归一条件

(ψm,ψn) = δmn

−iℏ
∂

∂φ
ψ = l′zψ

∂ lnψ

∂φ
= il

′
z/ℏ

ψ(φ + 2π) = ψ(φ)
⇒ l′z = mℏ, m = 0, ±1, ±2, ⋯

例 2 平面转子能量的本征值
考虑到 [l2, lz] = 0 , 由例 1 , 二者有共同的关于 φ 的本征态。
但 l2 的本征函数

Y (θ,φ)
分离变量

= Θ(θ)ψm(φ)

代入本征方程

l2Y(θ,φ) = λℏ2Y(θ,φ)



λℏ2 是 l2 的本征值 ( λ 无量纲), 待定. 利用式 (12), 得

1
sin θ

d
dθ
(sin θ

d
dθ

Θ)+ (λ −
m2

sin2 θ
)Θ = 0, 0 ⩽ θ ⩽ π

令 ξ = cos θ(|ξ| ⩽ 1), 则

d
dξ
[(1 − ξ2)

d
dξ

Θ]+ (λ −
m2

1 − ξ2 )Θ = 0

即

(1 − ξ2)
d2

dξ2
Θ − 2ξ

d

dξ
Θ + (λ −

m2

1 − ξ2
)Θ = 0

这就是连带 Legendre 方程. 在 |ξ| ⩽ 1 区域中, 此微分方程有两个正则奇点, ξ = ±1, 其余各
点均为常点. 可以证明, 只当

λ = l(l + 1), l = 0, 1, 2, ⋯

时, 方程 (17) 有一个多项式解 (另一解为无穷级数), 即连带 Legendre 多项式,

P m
l (ξ), |m| ⩽ l

它在 |ξ| ⩽ 1 区域中是有界的, 是物理上可接受的解. 利用正交归一性公式

∫
+1

−1
P m′
l (ξ)P m′

l (ξ)dξ =
2

(2l + 1)
⋅

(l + m)!
(l − m)!

δl′l

可以定义一个归一化的 θ 部分的波函数(实)

满足

∫
π

0
Θlm(θ)Θlm(θ) sin θdθ = δll′

这样, (l2, lz) 的正交归一的共同本征函数表示为

Ylm(θ,φ) = (−1)m√
2l + 1

4π
(l − m)!
(l + m)!

Pm
l (cos θ)eimφ

Ylm 称为球谐 (spherical harmonic) 函数, 它们满足

Θlm(θ) =(−1)m√
(2l + 1)

2
⋅

(l − m)!
(l + m)!

Pm
l (cos θ)

m = l, l − 1, ⋯ , −l + 1, −l



3.3.3. 对易力学量完全集

设有一组彼此独立而且互相对易的厄米算符 A(A1,A2，. . . ) ，它们的共同本征态记为，a 表示一
组完备的量子数。设给定一组量子数 a 之后，就能够确定体系的唯一一个可能状态，则我们称
(A1,A2, . . . ) 构成体系的一组对易可观测量完全集(complete set of commuting observables，简
记为CSCO）。习惯称为对易力学量完全集，或简称为力学量完全集。对易力学量完全集的概念
与体系的一个量子态的制备密切相关。

如果体系的 Hamilton 量不显含时间 t(∂H/∂t = 0), 则 H 为守恒量 (见 4.1 节). 在此情况下, 如对
易力学量完全集中包含有体系的 Hamilton 量, 则完全集中各力学量都是守恒量, 这种完全集又称
为对易守恒量完全集 (a complete set of commuting conserved observables, 简记为(CSCCO)) .
包括 H 在内的守恒量完全集的共同本征态, 当然是定态, 所相应的量子数都称为好量子数. 在这种
展开中(无论 ψ 是什么态, 定态或非定态), |aα|2 是不随时间改变的 (详见 4.1 节).

作业：证明极坐标下 l̂2 的表达式；P75 3.8，3.9，3.10
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3.4. 连续谱本征函数的“归一化”*
连续谱的本征函数是不能归一化的。但是借助 δ 函数可以进行伪归一化。
可以用动量本征态理解。

(ψx′ ,ψx′′) = ∫ δ (x − x′)δ (x − x′′)dx = δ (x′ − x′′)

δ (x − x0) =
1

2π
∫

+∞

−∞
dkeik(x−x0)

3.4.1. 箱归一化

但是 δ 函数还是无法严格地解决归一化问题。平面波的“归一化”问题，还可以采用数学上传统的

法，即先让粒子局限于有限空间 [−
L

2
，

L

2
] 中运动，用箱归一化波函数 ∂Spn(x) 代替不能归一化

l2和 lz 的本征值都是量子化的。l 称为轨道角动量量子数，m 称为磁量子数。对于给定的
l, l2 的本征函数是不确定的，因为 m = l, l − 1, . . . , −l ，共有 (2l + 1) 个简并态. Ylm 就是用
lz 的本征值来区分这些简并态。

l2Ylm = l(l + 1)ℏ2Ylm

lzYlm = mℏYlm

l = 0, 1, 2, ⋯ , m = l, l − 1, ⋯ , −l + 1, −l

∫
2π

0
dφ∫

π

0
sin θdθY∗

lm(θ,φ)Ylm′(θ,φ) = δll′δmm′



的 ψ(x)，在计算的最后结果中才让 L → ∞。

QUESTION: 态函数和波函数的区别：

4. 力学量随时间的演化与对称性
4.1. 力学量随时间的演化

4.1.1. 守恒量

力学量 A 的平均值

Ā(t) = (ψ(t),Aψ(t))

所以

如 A 不显含 t (以后如不特别声明, 都是指这种力学量), 即 ∂A
∂t

= 0, 则

d
dt

Ā =
1
iℏ

[A,H]

因此若不显含时间的力学量 A 与 H 对易 ([A,H] = 0)，那么其测量得到的均值不随时间改变

(
d
dt

Ā = 0).

与定态对照着看。

作业： 3.14, 3.15, 3.16 (a)(b).
期中考试范围：一二三四章

d
dt

Ā(t) = (
∂ψ
∂t

,Aψ)+ (ψ,A
∂ψ
∂t
)+ (ψ,

∂A
∂t

ψ)

= (
Hψ

iℏ
,Aψ)+ (ψ,A

Hψ

iℏ
)+ (ψ,

∂A
∂t

ψ)

=
1

−iℏ
(ψ,HAψ) +

1
iℏ

(ψ,AHψ) + (ψ,
∂A
∂t

ψ)

=
1
iℏ

(ψ, [A,H]ψ) + (ψ,
∂A
∂t

ψ)

=
1
iℏ

[A,H] +
∂A
∂t

–
–

–
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4.1.2. 能级简并与守恒量的关系
[x, pn] = n(iℏ)pn−1

定理 设体系有两个彼此不对易的守恒量 F  和 G ，即 [F ,H] = 0, [G,H] = 0, 但 [F ,G] ≠ 0,

则体系能级一般是简并的。

推论 如果体系有一个守恒量 F，而体系的某条能级不简并（即对应于某能量本征值 E 只有
一个本征态 ψE ，则 ψE 必为 F  的本征态。

位力 ( Virial ) 定理

2T̄ = r ⋅ ∇V

其中 T =
p2

2m
. 公式的证明（略）需要用到

–

[x,F ] = iℏ
∂F
∂p

[p,F ] = −iℏ
∂F
∂x

设 V (x, y, z) 是 x, y, z 的 n 次齐次函数（即 V (cx, cy, cz) = cnV (x, y, z), c 为常数），那么

nV̄ = 2T̄

由此，谐振子 (n = 2) 的动能等于势能 V̄ = T̄ .
Hellmann-Feynman 定理
设体系的 Hamilton 量 H 中含有某参量 λ,En 为 H 的某一本征值, 相应的归一化本征函数
(束缚态) 为 ψn ( n 为一组完备量子数) , 则

∂En

∂λ
= (ψn,(

∂H
∂λ

)ψn) ≡ ⟨
∂H
∂λ

⟩
n

证明：按假设

Hψn = Enψn

对参量 λ 取导数, 有

(
∂H
∂λ

)ψn + H
∂

∂λ
ψn = (

∂En

∂λ
)ψn + En

∂
∂λ

ψn

左乘 ψ∗
n, 取标量积, 得

(ψn,(
∂H
∂λ

)ψn)+ (ψn,H
∂

∂λ
ψn) = (

∂En

∂λ
) (ψn,ψn) + En(ψn,

∂
∂λ

ψn)



4.2. 波包的运动，Ehrenfest 定理

m
d2

 dt2
–r = F (r)

形式与经典 Newton 方程相似。但是只有当F (–r) ≈ F (r) ，波包中心 →̄r 运动规律才与经典粒子相
同。

作业： 证明在定态下，任何力学量的测值概率分布也不随时间改变；P95 4.1, 4.4
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4.3. 薛定谔绘景与海森堡绘景（略）

4.4. 守恒量与对称性

作业：P96 4.6, 4.7

但利用 H 的厄米性, 有

(ψn,H
∂

∂λ
ψn) = (Hψn,

∂
∂λ

ψn) = En(ψn,
∂

∂λ
ψn)

再利用束缚态可归一化条件 (ψn,ψn) = 1, 得

(ψn,(
∂H
∂λ

)ψn) =
∂En

∂λ

–

–

成立条件

1. 波包很窄，而且在运动过程中扩散的不厉害；
2. V  在空间变化较缓慢；

3. 对于线性势或谐振子势，条件满足。

1. 平移不变性导致动量守恒

[p,H] = 0

2. 空间旋转不变性导致角动量守恒

[l,H] = 0
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4.5. 全同粒子体系与波函数的交换对称性

4.5.1. 全同粒子体系的交换对称性

全同 (indentical): 在量子力学中，把属于同一类内禀属性的粒子称为全同粒子. 粒子全同性概念
与粒子态的量子化有本质的联系. 如果没有态的量子化，就谈不上全同性.

4.5.2. 两个全同粒子组成的体系

设有两个全同粒子，Hamilton 量表示为

H = h(q1) + h(q2)

本征方程

经典物理学：由于粒子的性质和状态(质量，形状，大小等)可以连续变化，谈不上两个粒子
真正全同.
量子力学：由于态的量子化，两个量子态要么完全相同，要么很不相同，中间无连续过渡.
同类粒子组成的多体系的基本特征是：任何可观测量，特别是 Hamilton 量，对于任何两个
粒子交换是不变的，即交换对称性。

在忽略粒子相互作用下构造具有完全交换对称性或者反对称性的波函数

对于全同粒子系，所有 Pij 都是守恒量

[Pij,H] = 0,

所以，全同粒子系的波函数的交换对称性是不随时间变化的；或者说全同粒子的统计性不

变。

交换对称性：Pijψ = +ψ

交换反对称性：Pijψ = −ψ

自旋为 ℏ 的整数倍的粒子 (s = 0, 1, 2, . . .) 遵守 Bose-Einstein 统计，称为 Bose 子。波函
数对于两个粒子的交换总是对称的，如 π 介子 (s = 0)，光子 (s = 1).

自旋为 ℏ 的半奇数倍的例子 (s =
1
2

,
3
2

)遵守 Fermi-Dirac 统计，称为 Fermi 子，如质子、

电子、中子。

由基本粒子组成的复杂粒子，如果在讨论问题或过程中其内部状态保持不变，则也可以当成

一类全同粒子处理。

若全部由 Bose 组成，则仍为 Bose 子；
若由奇数个 Fermi 子组成，则仍为 Fermi 子；
若由偶数个 Fermi 子组成，则为 Bose 子；
全同性是一个可观测量，不只是抽象概念。



h(q)φk(q) = εkφk(q)

εk : 单粒子能量.
k : 完备的量子数.
设两个粒子中有一个处于 φk1  态, 另一个处于 φk2  态, 则 φk1 (q1)φk2 (q2) 与 φk1 (q2) φk2 (q1) 对应的
能量都是 εk1 + εk2 . 这种与交换相联系的简并, 称为交换简并. 但这两个波函数还不一定具有交换
对称性.

对于 Bose 子，要求交换对称
1. k1 ≠ k2

1. k1 = k2 = k

ψS
kk (q1, q2) = φk (q1)φk (q2)

ψS
k1k2

(q1, q2) =
1

√2
[φk1 (q1)φk2 (q2) + φk1 (q2)φk2 (q1)]

=
1

√2
(1 + P12)φk1 (q1)φk2 (q2)

对于 Fermi 子，要求交换反对称
1. k1 ≠ k2 = k

ψA
k1k2

(q1, q2) =
1

√2
[φk1 (q1)φk2 (q2) − φk1 (q2)φk2 (q1)]

=
1

√2

=
1

√2
(1 − P12)φk1 (q1)φk2 (q2)∣φk1 (q1) φk1 (q2)
φk2 (q1) φk2 (q2)∣2. k1 = k2 ，由于泡利不相容原理，该情况不存在。

Pauli不相容原理：不允许有两个全同的 Fermi 子处于同一个单粒子态
特别要注意：对于有自旋的粒子，必须包含描述自旋态的量子数.
例 设有两个全同的自由粒子，都处于动量本征态.下面分三种情况讨论它们在空间的相对距
离的概率分布。

不计及交换对称性（经典粒子）

P(r) =
1

(2π)3
 是常数 (与 r 无关). 

交换反称

P A(r) =
1

(2π)3
[1 −

sin(2kr)
2kr

]

交换对称

[ ]



4.5.3. N  个全同 Fermi 子组成的体系

P  代表 N  个粒子的置换算符。

4.5.4. N  个全同 Bose 子组成的体系

Bose 子不受 Pauli 原理限制, 可以有任意数目的 Bose 子处于相同的单粒子态. 设有 ni 个 Bose
子处于 ki 态上 (i = 1, 2, ⋯ ,N),∑N

i=1 ni = N , 这些 ni 中, 有些可 以为 0 , 有些可以大于 1 . 此时,
对称的多粒子波函数可以表示成

∑
P

P [φk1 (q1) ⋯φk1 (qn1)

n1个

⋅ φk2 (qn1+1) ⋯φk2 (qn1+n2)

n2个

⋅ ⋯]

注意: 这里的 P  是指那些只对处于不同单粒子态上的粒子进行对换而构成的置换, 因为只有这样,
求和中的各项才彼此正交. 这样的置换共有

N !
n1!n2! …nN !

P S(r) =
1

(2π)3
[1 +

sin(2kr)
2kr

]

令 x = 2kr (无量纲），把三种情况下的相对距离的概率密度分布画于图中. 可以看出，
在空间波函数交换对称的情况下，两个粒子靠拢的概率最大，而交换反对称情况下，

两个粒子靠近 (x → 0) 的概率趋于零. 但当x → ∞ 时，三种情况将无什么区别，
(2π)3P(r) → 1. 此时，波函数的交换对称性的影响逐渐消失. 从这个例子可以看出，全
同粒子的相对距离的概率分布，与波函数的交换对称性有很密切的关系，这是一个可

以观测的效应.

ψk
â⋯kN
1 (q1, ⋯ , qN) =

1

√N !

= λφk1
(q1)φk2

(q2) ⋯φkN (qN)

A =
1

√N !
∑
P

δPP  (反对称化算符) ∣φk1
(q1) φk1

(q2) ⋯ φk1
(qN)

φk2 (q1) φk2 (q2) ⋯ φk2 (qN)

⋮ ⋮ ⋮
φkN (q1) φkN (q2) ⋯ φkN (qN)∣ 



ψS
n1⋯nN

(q1, ⋯ , qN) =√
∏i ni!

N !
∑
P

P [φk1 (q1) ⋯φkN (qN)]

描述全同粒子体系的量子态的更方便的理论形式是所谓二次量子化 ( second quantization ) 方法,
即粒子填布数 (occupation number) 表象.

作业： P96 4.2, 4.3, 看例子

期中考试： 第一章 ~ 第四章， 填空、简答、证明、计算

例 N = 3 体系, 设三个单粒子态分别记为 φ1,φ2,φ3.
n1 = n2 = n3 = 1

这种对称态只有 1 个.

ψS
111 (q1, q2, q3) =

1

√3!
[φ1 (q1)φ2 (q2)φ3 (q3) + φ1 (q2)φ2 (q3)φ3 (q1) + φ1 (q3)φ2 (q1)φ3 (q2)

+φ1 (q1)φ2 (q3)φ3 (q2) + φ1 (q3)φ2 (q2)φ3 (q1) + φ1 (q2)φ2 (q1)φ3 (q3)]

=
1

√3!
[(1 + P23P31 + P12P23) + (P23 + P31 + P12)]φ1 (q1)φ2 (q2)φ3 (q3)

n1 = 2,n2 = 1,n3 = 0

这种形式的对称态共有 6 个.

ψS
210 (q1, q2, q3) =

1

√3
[φ1 (q1)φ1 (q2)φ2 (q3) + φ1 (q1)φ1 (q3)φ2 (q2)

+φ1 (q3)φ1 (q2)φ2 (q1)]

n1 = 3,n2 = n3 = 0

ψS
300 (q1, q2, q3) = φ1 (q1)φ1 (q2)φ1 (q3)

这种形式的对称态共有 3 个.


